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Erweiterung der Ackermann-Formel fur MehrgroRensys-
teme um Freiheitsgrade zur Fuhrungsentkopplung

Extension of Ackermann’s formula for multivariable systems by degrees of free-

dom for input-output decoupling

Prof. Dr.-Ing. habil. Uwe Nuf3, Hochschule Offenburg

Zusammenfassung: Der Beitrag zeigt bisher nicht genutzte
Freiheitsgrade beim Entwurf eines linearen, zeitinvarianten Zu-
standsreglers fiir steuerbare Mehrgroflensysteme auf, wenn die-
ser auf der Basis der Ackermann’schen Formel [1, 2] durchge-
fithrt wird. Dariiber hinaus wird dargelegt, wie diese Freiheits-
grade zur Fithrungsentkopplung gezielt eingesetzt werden kon-
nen. Damit dies gelingt, wird wie in der einschlédgigen Literatur
eine Transformation der Zustandsgleichungen in eine teilsystem-
orientierte Struktur vorgenommen. Jedoch werden modifizierte
Transformationsbeziehungen verwendet, die die benétigten Frei-
heitsgrade hervorbringen. Der Beitrag konzentriert sich hierbei
auf zeitdiskrete Systeme, wenngleich die geschilderte Vorge-
hensweise grundsétzlich auch bei zeitkontinuierlichen Systemen
anwendbar ist. Angesichts der gewéhlten Methodik, die Rege-
lungseigenwerte vorzugeben und die verbleibenden Freiheits-
grade zur Erfiillung weiterer Forderungen an den Regler heran-
zuziehen, ist das vorgestellte Verfahren eine unmittelbare Alter-
native zu anderen Polvorgabeverfahren wie z. B. zur Vollsténdi-
gen Modalen Synthese [3, 4] oder zum in [5] behandelten Ver-
fahren. Im Fall einer nicht realisierbaren vollstdndigen Fiih-
rungsentkopplung bietet die vorgestellte Methode die Moglich-
keit einer Losungsfindung, bei der die verbleibenden Verkopp-
lungen im Sinne eines quadratischen Giitemafles minimiert wer-
den.

Abstract: The paper shows previously unused degrees of free-
dom in the design of a linear, time-invariant state controller for
controllable multi-variable systems, if this is based upon Acker-
mann’s formula [1, 2]. In addition, it is explained how these de-
grees of freedom can be applied specifically for setpoint decou-
pling. To achieve this, the state equations are transformed into a
sub-system oriented structure, as in the relevant literature. How-
ever, modified transformation relations are used which produce
the required degrees of freedom. The article concentrates on
time-discrete systems, although the described procedure can be
applied to time-continuous ones, too. Due to the chosen metho-
dology of specifying the control eigenvalues and using the re-
maining degrees of freedom to fulfill further requirements on the
controller, the method presented is an alternative to other pole
placement procedures such as the Complete Modal Synthesis [3,
4] or the procedure presented in [5]. In case of an incomplete
setpoint decoupling, the method presented offers the possibility
of specifying a solution that minimizes the remaining coupling
in the sense of a quadratic quality criterion.

1 Einfiihrung

Der Zustandsreglerentwurf fiir lineare, zeitinvariante Systeme ist
seit geraumer Zeit in vielféltiger Weise in Fachkreisen etabliert.
Das rechentechnisch und methodisch einfachste Verfahren ist
bei EingrofBensystemen die Polvorgabe mit der Ackermann’
schen Formel zur Berechnung des daraus hervorgehenden Zu-
standsreglers [2, 6 - 10].

So geradlinig und einfach die Polvorgabe bei Eingrofensyste-
men ist, so diffizil wird sie im MehrgroBenfall. Dennoch existie-
ren hierfiir Losungen — auch welche mit vielen Parallelen zur
Ackermannschen Formel fiir EingroBensysteme. Diese gehen
vor allem auf eine von Luenberger fiir Mehrgrofensysteme ein-
gefiihrte teilsystemorientierte Normalform zuriick [11], die in [2]
als Regelungsnormalform nach Luenberger bezeichnet wird. In
der ihm eigenen Systematik hat Ackermann die darauf basie-
rende Reglerentwurfsmethodik weiterentwickelt [1, 2]. Darin
sowie in weiteren Verdffentlichungen wie beispielsweise in
[8, 12] wurden die Freiheitsgrade, iiber die diese Vorgehens-
weise grundsitzlich verfligen kann, jedoch noch nicht vollstén-
dig ausgeschopft. Deshalb war damit die ErschlieBung von Auf-
gabenfeldern wie der Fithrungsentkopplung — bei der Beschrén-
kung auf konstante Zustandsriickfithrungen — bislang nicht mog-
lich. Infolgedessen fiillten andere Reglerentwurfsverfahren diese
Liicke. Vor allem die von Roppenecker begriindete Vollstindige
Modale Synthese [3, 4] ist diesbeziiglich zu nennen, bei der ne-
ben den Regelungseigenwerten die weiteren vorhandenen Reg-
lerentwurfsfreiheitsgrade konsequent herausgearbeitet und fiir
die angesprochenen Entwurfsziele eingesetzt wurden. Zu zeigen,
dass die auf der teilsystemorientierten Zustandsraumtransforma-
tion und der Ackermann-Formel fiir Mehrgroensysteme basie-
rende Methodik ebenfalls {iber ausreichend viele Freiheitsgrade
verfiigt und in der Lage ist, damit iiber die Regelungseigenwert-
platzierung hinausgehende Reglerentwurfsziele zu erfiillen, ist
das Hauptanliegen dieses Beitrags. Eine weitere Motivation ist
die relativ einfache Struktur der erzeugten Reglerformel. Sie
weist im Vergleich zur Vollstindigen Modalen Synthese deut-
lich weniger Matrixinvertierungen auf. Allerdings kommen beim
hier vorgestellten Verfahren noch Uberpriifungen von Spalten-
vektoren der Steuerbarkeitsmatrix auf lineare Unabhingigkeit
hinzu. Dafiir besteht bei ihm die Moglichkeit, im Fall einer durch
konstante Riickfithrungen nicht vollstdndig durchfiihrbaren Fiih-
rungsentkopplung eine Losung anzugeben, die die verbleibende
Verkopplung im Sinne eines quadratischen Gilitemafes mini-
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miert. Dieser Vorteil besteht auch gegeniiber dem in [5] skizzier-
ten Verfahren. SchlieBlich bleibt noch hervorzuheben, dass im
Fall teilweise iibereinstimmender Strecken- und Regelungsei-
genwerte sowie im Fall eines nicht diagonaldhnlichen Systems
beim vorgestellten Verfahren weder Sonderbehandlungen durch-
gefiihrt werden miissen noch Einschrinkungen existieren.

Nach der Beschreibung der Regelstrecke im Abschnitt 2 werden
im Abschnitt 3 die Ergebnisse der klassischen MehrgroBenpol-
vorgaberegelung gemil [1, 2, 8, 12], aufbereitet fiir zeitdiskrete
Systeme, in kompakter Form wiedergegeben. AnschlieSend wer-
den in Abschnitt 4 die vorgenommenen Modifikationen erldutert
und die bendétigten Freiheitsgrade eingefiihrt. Im Abschnitt 5
werden sie dazu benutzt, die Entkopplung des Fithrungsverhal-
tens so weit wie moglich durchzufiihren. Ein Beispiel schlief3t
die Betrachtungen ab.

2 Zugrundeliegende Streckenbeschreibung

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die vektorielle Zustands-
differenzengleichung

Xey1 = PT)x, + HT) wy 1

einer linearen, zeitinvarianten Mehrgrofenregelstrecke [2, 6,
7, 10]. Darin sind x der n-dimensionale Zustandsvektor, u der
p-dimensionale Steuervektor und T die Abtastzeit. Mit dem In-
dex k € Ny wird der Abtastzeitpunkt nummeriert. Die Matrix
@ (T) = @ ist die (n,n)-dimensionale Transitionsmatrix und
H(T) = H die (n, p)-dimensionale zeitdiskrete Steuereingangs-
matrix. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit wird zur Vermei-
dung von Weitldufigkeiten bei der Herleitung der Entwurfsvor-
schriften auf die Beriicksichtigung von StorgroBeneinfliissen
verzichtet. Ergénzt wird die Streckenbeschreibung noch um die
(RegelgroBen)ausgangsgleichung

Yri = Crxg @)

mit dem ggr-dimensionalen Vektor yr der Regelgrofien und der
(qr, n)-dimensionalen Ausgangsmatrix Cr. Durchgriffe werden
vernachléssigt.

Die so modellierte Regelstrecke soll mit einer konstanten Zu-
standsriickfiihrung geregelt werden. Das zugehorige Regelgesetz
lautet bei nicht vorhandener StellgroBenvorsteuerung und Stor-
groflenaufschaltung [2, 6]

Uy =MWk—ka. (3)

Darin wird mit K die Reglermatrix, mit M die Vorfiltermatrix
und mit w der Vektor der FithrungsgroBen bezeichnet. Nachfol-
gend wird davon ausgegangen, dass deren Anzahl mit der Anzahl
der StellgrofBen iibereinstimmt, d. h es soll gg = p gelten.

3 MehrgréRBenpolvorgabereglerentwurf nach
Ackermann

Von elementarer Bedeutung beim MehrgroBenpolvorgabereg-
lerentwurf ist die (n, pn)-dimensionale Steuerbarkeitsmatrix

Qs = [H ®H @*H o1 H]. 4

Fiir sie wird Hochstrang vorausgesetzt, was gleichbedeutend ist
mit der vollstindigen Steuerbarkeit der Regelstrecke [6, 10]. Aus
Qg wird nun gemiB [1, 2] eine quadratische Matrix Qg gebildet,
die ausschlieBllich voneinander linear unabhéngige Spaltenvek-
toren aus Qg enthélt. Dabei werden linksbiindig beginnend die-
jenigen Spaltenvektoren von Qg nach Qg transferiert, die von

den bereits libertragenen linear unabhéngig sind. Der am weites-
ten links stehende Spaltenvektor von Qg wird immer nach Qg
transferiert. Linear abhingige Spaltenvektoren werden iiber-
sprungen. Wegen der vorausgesetzten Steuerbarkeit der Regel-
strecke existieren in Qg hinsichtlich der Anzahl genau n linear
unabhiingige Spaltenvektoren, so dass alle Spalten von Qg mit
solchen Vektoren gefiillt werden kénnen und demnach Qg inver-
tierbar ist. Auf diese Weise kann Qg von links beginnend aufge-
fiillt werden. In [1, 2] erfolgt die Anordnung der Spaltenvektoren
von Qg jedoch durch unmittelbare Aneinanderreihung von den-
jenigen Spaltenvektoren, die auf demselben Spaltenvektor h;
(i=1, ..., p) der Steuereingangsmatrix basieren, d. h. es gilt dort

Qs = [ @h, &™),
®)

wobei mit ny,...,n, die sogenannten Kronecker-Indizes be-
zeichnet werden. Im vorliegenden Beitrag wird jedoch die nicht
umsortierte Variante bevorzugt. Eine Begriindung hierfiir wird
unmittelbar vor Gl. (24) angegeben. Bis zu dieser Stelle gelten
die nachfolgenden Aussagen aufler im Umfeld der Gln. (13) und
(14) unabhéngig davon, nach welcher der genannten Varianten
die Spalten von Qg sortiert sind.

@“'h, .. h, ®h,

Die in GI. (5) angegebenen Kronecker-Indizes n; (i = 1, ...,p)
geben jeweils die Anzahl der von Qg nach Qg transferierten
Spaltenvektoren an, die mit h; nach dem oben erlduterten
Schema gebildet werden. Fiir beide genannten Reihenfolgevari-
anten gelten hierbei die gleichen Kronecker-Indizes. Allerdings
ist deren Definition in der Literatur nicht einheitlich. Im vorlie-
genden Beitrag wird die in [1, 2] verwendete zugrunde gelegt.
Im Gegensatz dazu erfolgt z. B. in [10] eine geringfiigig andere
Begriffsbildung. Manchmal wird anstatt Kronecker-Index auch
der Begriff Steuerbarkeitsindex verwendet (z. B. in [2]). Dann
ist jedoch zwischen dieser Gebrauchsweise und der beispiels-
weise in [6, 10] verwendeten zu unterscheiden, fiir die in [2] die
Umschreibung Maximaler Steuerbarkeitsindex verwendet wird.
Des Weiteren unterscheiden sich die Kronecker-Indizes im All-
gemeinen von den Differenzordnungen der Ausgangs- bzw. Re-
gelgrofBen [4, 9]. Nur im Sonderfall tITSi = cg’i; i=1..,p
[13] (zur Definition von t{TSi siche weiter unten) bei gleichzei-
tiger Ubereinstimmung von Systemordnung und Differenzord-
nung des Gesamtsystems sind beide Begriffe identisch.

Die Kronecker-Indizes nach [1, 2] sind systeminvariante Groflen
[14]. D. h. sie kdnnen nicht frei vorgegeben werden. Fiir sie gilt

bei steuerbarer Strecke [1, 2]
= = (6)

Mit der Transformationsmatrix

— T - T

tl,TSl t1,Ts1

T T

t2,TSl t1,T51 P

T T pna-1
L, Ts1 tirs1 P™

T=| : |= : )

T T

tiTsp tirsp

T T

trsp tirsp P

T T ny,—1
_tnp,TSp_ _tl,TSp o i

bei zundchst noch nicht festgelegten Zeilenvektoren t{Tsv e
t{Tsp und der Transformationsvorschrift
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¥ = Tx (8)

wird nun die Differenzengleichung (1) der urspriinglichen Zu-
standsraumbeschreibung der Regelstrecke in die transformierte
Darstellung

X1 = PX + Huy ©)

mit dem transformierten Zustandsvektor ¥ iiberfiihrt. Die auf
diese Weise erzeugte transformierte Transitionsmatrix @ besitzt
die teilsystemorientierte Struktur

0 1 0 .. 0
o . .. 0 1
tirs; DT
&=-r0T'=| .(10a)
______ 010 ..0
: e
______ 0w . 01
tisp @ T

Sie zeichnet sich dadurch aus, dass jeweils in der n,-ten, n, +
n,-ten, ..., n-ten Zeile ein ggf. voll besetzter Zeilenvektor steht,
wihrend alle anderen Zeilenvektoren Einheitszeilenvektoren
sind. Die Elemente der voll besetzten Zeilenvektoren werden in
[2] als a-Parameter bezeichnet. Die Einsen in den Einheitszei-
lenvektoren sind so angeordnet, dass eine Blockstruktur entsteht,
bei der die Einsen nur in den Hauptdiagonalbldcken vorkommen,
und zwar wie in einem Frobenius-Block jeweils in der oberen
Nebendiagonale. Erkldren ldsst sich diese Matrixstruktur
dadurch, dass die Multiplikation eines Zeilenvektors von T mit
@ gerade wieder einen Zeilenvektor von T ergibt, sofern es sich
beim Multiplikanden nicht um den Zeilenvektor t;rli,TSi
(i=1, ..., p) handelt. Liegt als Ergebnis der Multiplikation wie-
der ein Zeilenvektor von T vor, dann ergibt dessen Multiplika-
tion mit den Spaltenvektoren von T~ entweder eine Null oder
eine Eins derart, wie es in den jeweiligen Elementen von @ vor-
zufinden ist.

Fiir die bei der oben angegebenen Transformation entstehende
transformierte zeitdiskrete Steuereingangsmatrix ergibt sich

~ T -
tl,TSl H t’]I_"TS]_ H
T
tyrsi H tirs; @ H
T s
ty, rs1 H tirs: @t H
H=TH = s = : . (10b)
T
tirsp H tirsp H
T T
tyrsp H tirsp PH
T T -
|tn, sp H] [t] 5, """ H]

Damit sich der Reglerentwurf einfach gestaltet, werden die
Transformationsmatrixzeilenvektoren t{Tsv e t{Tsp so ge-

wiihlt, dass diejenigen Zeilenvektoren von H Nullzeilenvektoren
werden, bei denen beim gleichen Zeilenindex in @ per Definition
ein Einheitszeilenvektor steht. Dadurch wird die ansatzweise be-
reits vorhandene Teilsystemstruktur, bei der die Zeilen 1 bis ny,
ny +1 bis ny +ny, ..., 0y + -+ n,_4 + 1 bis n jeweils ein

Teilsystem bilden, weiter ausgebaut. Insbesondere ldsst sich H
dann in der fiir den Reglerentwurf giinstigen Darstellungsweise

_ OT - _ OT _
o o

 |dmentn| || [Gmon

H = : =1|: |- : (10¢)
(.)T QT tITSp ¢Tlp—1 H
o7 o

_tI,TSp @™~ H| e |
anschreiben, in der mit e] (i=1, ..., p) diejenigen Einheitszei-

lenvektoren bezeichnet werden, die im i-ten Element eine Eins
aufweisen. Damit sich die so erzeugte Teilsystemstruktur auch
in der Bezeichnungsweise der verwendeten Variablen widerspie-
gelt, werden die zum i -ten Teilsystem gehorenden Grofen mit
TSi indiziert.

In Anlehnung an die Verwandtschaft mit der in [15] verwendeten
Entkoppelbarkeitsmatrix wird die in Gl. (10c) eingefiihrte, rechts
auflen stehende Matrix mit D* abgekiirzt, d. h. es gilt

tirs; @1 H
D" = ' (11)

T n,—1
tiTsp o H

Die in [2] definierten B-Parameter finden sich darin mittelbar
wieder.

Damit die in H angenommenen Nullzeilenvektoren sich tatsich-
lich einstellen, muss jeder Transformationsmatrixzeilenvektor
ti1s (i=1, ..., p) das Gleichungssystem

tI.TSi [H &H o2 ou-lH] =

0T qr1s] (12)

mit nahezu beliebig vorgebbarem, aber vom Nullzeilenvektor
verschiedenen Zeilenvektor qrg; erfiillen (Einschrinkungen fiir
q-s; siche weiter unten). In [2] wird hierbei qTg; als Einheitszei-
lenvektor e} (i =1, ..., p) festgelegt. Zu beachten ist diesbeziig-
lich, dass einige Spaltenvektoren der in Gl. (12) links vom
Gleichheitszeichen angegebenen Blockmatrix eventuell nicht in
Qs enthalten sind und somit linear von den in Qg enthaltenen
Spaltenvektoren abhéngen. Betrifft es links vom Matrixblock
@"i~! H liegende Spalten, so sind diese von links davon stehen-
den Spaltenvektoren linear abhéngig. Diese ergeben nach der
Multiplikation mit t{TSi gemdB Gl. (12) null. Man kann daher
die genannten linear abhdngigen Spaltenvektoren gemeinsam
mit den zugehdrigen Nullelementen auf der rechten Seite von
Gl. (12) aus dem Gleichungssystem ohne Informationsverlust
entfernen. Ahnliches gilt auch fiir linear abhiingige Spaltenvek-
toren im Matrixblock @™~* H. Sie werden gemeinsam mit dem
entsprechenden Element in g+g; aus dem Gleichungssystem eli-
miniert. Letzteres Element ist jedoch nicht frei wiahlbar, sondern
muss konsistent zum zugehdrigen linksseitigen Gleichungsele-
ment sein. Dariiber hinaus wird die auf diese Weise modifizierte
Matrix [H & H @oni~2 g @mi~1 g ] derart mit zusitz-
lichen Spaltenvektoren aus Qg erweitert, dass darin alle Spalten-
vektoren aus Qg enthalten sind. Die Erweiterung der rechten
Seite von Gl. (12) um zusétzliche, nach rechts an das ggf. modi-
fizierte q+s; angehingte Elemente erfolgt entsprechend. In [2]
bestehen sie ausschlieBlich aus Nullen. Sortiert man die Spalten
der auf diese Weise erweiterten und ggf. modifizierten Matrix

= [OT oT
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[H ®&H o2 g @1 g ] nun so um, dass sie mit
denjenigen von Qg gemiB Gl. (5) iibereinstimmen und wendet
man diese Umsortierung auch auf die rechte Seite von Gl. (12)
fir gtg; = e} — ggf. mit Spaltenerweiterungen und -streichun-
gen — an, dann erhdlt man die Beziehung

-
ti7si Qs

in der eZiJTSi einen Einheitszeilenvektor bedeutet, der im Ele-
ment mit der Nummer n; + ... + n; eine Eins aufweist. Er kenn-
zeichnet die jeweils letzte Zeile bzw. Spalte eines Teilsystems.
Lost man nun Gl. (13) nach t1 1si auf, fithrt das schlieBlich auf
das Resultat

= enprsii i=1,...p, (13)

tirsi = enrsiQs'; i=1,...p. (14

Fir das transformierte Zustandsdifferenzengleichungssystem
folgt daraus

01 0 0 - oT
: 0 ;
0 :
T
0 o w 0.1 L
i @MT! _e_;F_
e T R e I
01 0 ..0 o7
0 " 0 oT
______ 0O . .. 01 -——-
t] 1sp T ép
(15)

mit tI,TSl' ) t{Tsp gemil Gl. (14). Um darauf basierend die

Regelungseigenwerte gezielt vorgeben zu kénnen, wird u; bei
angenommener Invertierbarkeit von D* in der Form

u = Mw, — (D)2 (C°T! + P)%, (16a)
= Mw, — (D)1 (C* + PT) x, (16b)
mit
T n
tirsy @™
c* = : R 17
T n
titsp PP
Ag,0,T51 v ARrpy-17181 PR1TS2 0 PRangTS2 - Prim,Tsp
P Pr2a11s1 -+ PF2my1s1 ARoTS2 - Qrpy-11s2 PR217S3 o+ PF2mp1Sp }
PEp1TS1 = Pppny1si PRpATS2 0 PEpmp_yTsp-1 @RoTsp ARmy-1TSp
(18)

und der noch festzulegenden Vorfiltermatrix M gewéhlt. Der die
Matrix C* enthaltende Term bewirkt hierbei die Kompensation
der in @ vorkommenden Zeilenvektoren t{T51 omT ™,
t{Tsp @™ T~1. Die Matrix P fiihrt dagegen dazu, dass in den
modifizierten Zeilen von @ solche Elemente plaziert werden, die
zu einem gewiinschten charakteristischen Polynom des geregel-
ten Systems fithren. Denn das Einsetzen von Gl. (16a) in Gl. (9)
bzw. (15) liefert die transformierte Zustandsdifferenzenglei-
chung

%k+1 = 5R§k + HMWk (19)

mit der transformierten Transitionsmatrix

by = & - HDH (' T+ P)

0 1 0 w 0
R 0
S
aR,0,TS1 —Aarn,-1,TS1  ~PF1,1,TS2 ~PF,1,n,TSp
o (20a)
0 1 0 w 0
0 oo 0
________________ 0 w01
—PFp,1,TS1 “PFpny_,,TSp-1  ~AR,0,TSp ~aRn,-1,TSp]
und der transformierten Steuereingangsmatrix
- o7
oT
el
H=|"% 1D =3 e, €D (20b)
OT
or
T
€p

des geregelten Systems. Dessen charakteristisches Polynom lau-
tet gemdl [1]

det (z I - tDR =
z™ aporsi + rirsiZ + o+ AR oi7siZ™T
= det [ ]
0 Z"" PEp1Ts1 T PEp2rsiZ + o+ pF,p,n,,TSlz"]71
Pr11(2) . o Pr1p(2)
= det = det Pr(2) . 21
Prp1(2) - Pryp(2)

Laut [1] werden nun durch die Vorgabe der Polynome
Pr11(2), Pr21(2), ..., Prpp(2) die Pole bzw. Eigenwerte des ge-
regelten Systems festgelegt. Fiir die hierzu erforderliche Regler-
matrix erhdlt man aus Gl. (16b) die Beziehung

(D) L (C* + PT) (22a)

tlrs: (arorst I + ot Qg1 @M+ ") + thes, (Praarsa I + ) + o
= (D‘)*l H

tI,TSl (pF,p,l,TSI I+ ) + .t t}‘,TSp (aR,u,TSp I+ .+ aR,nl,—l,Ts}:.‘i’""f1 + 4>71"’)

tirsi Pri1(®) + .. + t{1sp Prap(P)
= (D" : . (22b)
t1 151 Prp1(P) + oo + t]1sp Propp(P)

Darauf, dass nicht alle Elemente der Matrix P fiir die Polfestle-
gung erforderlich sind, sondern Freiheitsgrade existieren, die zur
Erfiillung anderer Regelungsaufgaben verwendet werden kon-
nen, wurde bereits in [1, 2, 8, 12] hingewiesen.

Vollstindigkeitshalber soll an dieser Stelle noch die Bestim-
mungsgleichung fiir die Vorfiltermatrix M angegeben werden.
Sie ergibt sich aus der Forderung nach stationdrer Genauigkeit
im Fithrungsverhalten, wenn im Regler keine Integratoren ein-
gesetzt werden, und lautet [6]

(CR U — @ + HK)™H) " (23)
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Aber selbst dann, wenn die stationdre Genauigkeit iiber Regler-
integratoren sichergestellt wird, bringt es Vorteile, Gl. (23) als
Bestimmungsgleichung von M anzuwenden [16, 17].

4 Teilsystementkopplung und Schaffung von
Transformationsfreiheitsgraden

In Vorbereitung eines Reglerentwurfs zur Entkopplung des Fiih-
rungsverhaltens werden zunéchst die p Teilsysteme voneinander
entkoppelt. Hierzu geniigt es, die in der Matrix P enthaltenen
Elemente pgq 11525 ---» PFpn,_, TSp—1 ZU null zu setzen. Denn in

diesem Fall zerfillt @y in eine Blockdiagonalmatrix und die Po-
lynommatrix Pg(z) wird zu einer Diagonalmatrix. Die Elemente
aR,0,Tsi> ---» ARn;—1,7si Sind dann die Koeffizienten der jeweili-
gen charakteristischen Polynome der Teilsysteme von ®@g. Da-
mit sind die Regelungseigenwerte von @y sowie diejenigen von
@y festgelegt. Weil die Elemente pgq171s2, - PFp,n,_y, TSp-1
offensichtlich zu einer Verkopplung der Teilsysteme fiihren,
konnen sie als Verkopplungsfreiheitsgrade bezeichnet werden,
sofern sie nicht zur Festlegung des charakteristischen Polynoms
von @ bendtigt werden. Thre Anzahl betrigt bei Beachtung von
Gl. (6)

fx = pn-Xr n = pn-n. (24)

Das entspricht zuziiglich den n festzulegenden Regelungseigen-
werten gerade den zur Verfiigung stehenden pn Reglerelemen-
ten. Zur Fithrungsentkopplung wiren dann mit der Reglerformel
(22a) unter Zugrundelegung der Bestimmungsgleichungen (7)
und (14) fir die Transformationsmatrixzeilenvektoren jedoch
keine Freiheitsgrade mehr vorhanden. Allerdings war im Ab-
schnitt 3 bereits ersichtlich, dass die Festlegung qrg; = e} so-
wie die eventuelle rechtsbiindige Ergénzung von grg; um wei-
tere Nullen willkiirlich war. Hebt man sie auf, dann sind andere
Freiheitsgrade erschlieBbar, die im Abschnitt 5 dazu benutzt
werden, das Fithrungsverhalten so weit wie moglich zu entkop-
peln. Hierzu wird in diesem Abschnitt sowie in den nachfolgen-
den die Anordnung der Spalten von Qg in der Weise zugrunde-
gelegt, dass sie gegeniiber Qg nicht vertauscht sind, sondern le-
diglich die linear abhéngigen Spalten — linksbiindig beginnend —
gestrichen werden. Dadurch wird die in GI. (12) erkennbare
Blockbildung von Nullelementen und nicht auf null gezwunge-
nen Elementen beibehalten, was die Ubersichtlichkeit der nach-
folgenden Schritte erhdht.

Um die Nullzeilen in Gl. (10c) zu erzeugen, wird der Ansatz
tirsi Qs = [0 0 glsil:i=1,...p. (25)

verfolgt, bei dem gxg; ein nahezu beliebig vorgebbarer Zeilen-
vektor ist, dem so viele fiihrende Nullen vorausgehen, wie es in
Qs von links beginnend Spaltenvektoren bis einschlieBlich zum
Matrixblock @™ ~2H gibt. Beachtet werden muss bei der Vor-
gabe von ga; lediglich, dass wegen der in G1. (11) angegebenen
Abhingigkeit der Matrix D* von tI'TSi die Invertierbarkeit von
D* erhalten bleibt.

Die rechte Seite von Gl. (25) enthélt ¥.7_, min {n;; n; — 1} fiih-
rende Nullen, so dass grg; aus 1. — 25»’:1 min {n;; n; — 1} Ele-
menten besteht. Um diesen Zusammenhang zu erhalten, wird bei
allen Spalten j (j=1,...,p) der Matrixblocke H,PH,..,
@"i~2 { untersucht, ob sie in Qg enthalten sind, und zwar in der
Reihenfolge hy, ®h,,...,®"% 2h, h,, ®h,,.. Fir h; =h;
sind es per Definition genau n; — 1 Spalten. Gilt n; < n;, dann

stammen von der Matrixkette H, ®H, ..., ®"~2H genau n; Spal-
ten, die in Qg enthalten sind und mit h; gebildet werden. Spalten
der Vektorkette hj, @h; , ..., @™ *h; mit héheren Potenzen von
@ als n; — 1 kommen darin nicht vor, weil sie wegen ihrer line-
aren Abhingigkeit nicht von Qg nach Qg iibertragen wurden.
Gilt dagegen die Ungleichung n; = n;, dann wurde die Vektor-
kette h;, ®h;, ..., @™ h; bis zur ersten in Qs enthaltenen
Spalte des Blocks @™~1 H noch nicht unterbrochen, so dass links
von dieser Spalte genau n; — 1 Spaltenvektoren der Vektorkette
hj, <Dh]- ) e (D"f_lhj stehen. Insgesamt gibt es demnach in
[0 .. 0 gk;] immer 27:1 min {n;; n; — 1} geforderte
Nullelemente. Werden alle p Teilsysteme beriicksichtigt, so

summieren sich die nicht zwangsweise genullten Elemente der
rechten Seiten von Gl. (25) auf die Anzahl

fr = pn — X, X7 min{n; n; —1}. (26a)

Sie werden nachfolgend als Transformationsfreiheitsgrade be-
zeichnet. Wegen

Z?zlmin{nj; n—1} < pm;—1);i=1,....,p (26b)
erhélt man unter Beriicksichtigung von Gl. (6) die Abschéitzung
fr = p*. (26¢)

Wird des Weiteren beriicksichtigt, dass gg; nur bis auf eine mul-
tiplikative Konstante Einfluss auf die Reglermatrix nehmen kann
(siehe weiter unten), gilt real

frzpl-1). (26d)

Hinsichtlich der Anzahl der in der Reglermatrix verfiigbaren

Freiheitsgrade ergénzen die Transformationsfreiheitsgrade die

Verkopplungsfreiheitsgrade allerdings nicht, sondern sie substi-

tuieren sie implizit anteilig.

Lost man GI. (25) nach tI,TSi auf, dann folgt daraus

0 q1si] @5 = qrsiXrsis i=1,..,p
@7

min {n;; n; — 1}

T _
tirsi = [0

mit der Matrix Xrg;, die aus den letzten n — 37_;

Zeilen von Qg besteht. Fiir die Reglermatrix K ergibt sich dar-
aus gemdf Gl. (22a) unter Beachtung der Gln. (7) und (17) sowie
der genullten Verkopplungsfreiheitsgrade das Resultat

tirs (arorss I + ot agp,-171s1P™ ! + o)
K = (D) : .
t]rsp (aRvostp I+ .+ agp, 17sp®@™ " + <I>"P)

(28)

In ihr sind iiber tITSi sowie indirekt iiber D* die eingefiihrten
Transformationsfreiheitsgrade enthalten. Sie werden im Ab-
schnitt 5 zur Entkopplung des Fiihrungsverhaltens herangezo-
gen. Es ldsst sich nun durch die Multiplikation der Zeilenvekto-
ren grg; mit einem konstanten Faktor y; und Ausklammern die-
ser Faktoren in Gl. (27) bzw. Gl. (28) sowie in Gl. (11) leicht
zeigen, dass K unabhéingig von iy, ..., yp, ist und somit Gl. (26d)
gilt. Anzumerken ist aulerdem, dass gemaB Gl. (25) und wegen
der vorgegebenen Struktur von Qg allen Elementen von gig; je-
weils ein Produkt t{TSi @™ 1h, auf der linken Seite von
Gl. (25) mit passendem Spaltenindex v entspricht. Da dieses
auch in D* vorkommt (vgl. Gl. (11)), kann dort an der betreffen-
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den Stelle direkt das jeweilige Element von gg; eingesetzt wer-
den. Die iibrigen Elemente von D* haben dagegen keine Spal-
tenentsprechung in Qs. Die ihnen zugrundeliegenden Spalten
@"i~1h, sind daher linear abhiingig von den links davon in Qg
und zugleich in Qg vorkommenden Spaltenvektoren. Fiir sie ist
daher im Allgemeinen keine Vereinfachung moglich. Fiir den
Sonderfall n; = n, = ... = n, bedeuten die obigen Erléuterun-
gen allerdings, dass in kg; generell die ersten p Elemente dem
Zeilenblock tITSi @™ 1H entsprechen. Fasst man diese Ele-

mente im Zeilenvektor qE_TSi zusammen, dann gilt in diesem
Fall

QE,TS1
D* = N (29)
T
4dp,Tsp

Werden dartiber hinaus in allen Teilsystemen die gleichen Koef-
fizienten aggrsi, ---, @rm;—1,1si der charakteristischen Poly-
nome vorgegeben, dann hat das das Resultat

-1
abrsi| [0T .. OT aprsi]
K = : : : : 05t -
oT .. 0T

T T
dp,Tsp 4dp,Tsp

“(agorsi I + ot Grp,—1 151 @™+ B™)

oT .. o7

oT .. o7

Q5" (arorsi I + ot Ry, —1 751 P™ 71+ ™) (30)

zur Folge. In diesem Fall sind demnach keine Transformations-
freiheitsgrade in K enthalten. In der Transformationsmatrix T
existieren sie dennoch.

Die Struktur der Zustandsdifferenzengleichung (15) zeigt neben
der Moglichkeit zur gezielten Regelungseigenwertbeeinflussung
auch die Entkoppelbarkeit der FiihrungsgréBeneinwirkung auf
die Teilsysteme. Hierzu muss die Vorfiltermatrix M lediglich
eine multiplikative Komponente (D*)~1 aufweisen, gefolgt von
einer Diagonalmatrix. Dadurch wird erreicht, dass die i-te Fiih-
rungsgrofie ausschlieflich das i-te Teilsystem beeinflusst,
wodurch eine wesentliche Voraussetzung fiir die Entkopplung
des Fithrungsverhaltens geschaffen wird (siehe Abschnitt 5).
Wird aus applikationsspezifischen Griinden oder wegen einer
besseren Regelgrofenrekonstruierbarkeit (siehe ebenfalls Ab-
schnitt 5) eine andere Zuordnung der Fithrungsgrofen zu den
Teilsystemen gewiinscht, erfolgt das am einfachsten durch Um-
sortierung der Fiithrungsgrofien, gefolgt von einer entsprechen-
den Umsortierung der Elemente von yg sowie der Zeilenvekto-
ren von Cr. Abschlielend bleibt noch darauf hinzuweisen, dass
auch in [13] auf die hier erlduterte multiplikative Struktur der
Vorfiltermatrix sowie der Reglermatrix geméf Gl. (22a) auf-
merksam gemacht wird, wenngleich in [13] eine andere Trans-
formationsmatrix T zugrundegelegt wurde. Dariiber hinaus gilt,
dass die geschilderte Zusammensetzung von M keinen Wider-
spruch zu Gl. (23) darstellt, wie im Abschnitt 5 gezeigt werden
wird.

5 Fiihrungsentkopplung

Nachdem im Abschnitt 4 erldutert wurde, wie die p Teilsysteme
voneinander entkoppelt werden konnen und wie M strukturiert

sein muss, damit jede Fithrungsgrofie genau ein Teilsystem be-
einflusst, ist zur Fithrungsentkopplung im Idealfall nur noch da-
fiir zu sorgen, dass sich die Regelgrofen jeweils ausschlieBlich
aus transformierten Zustandsgréfen zusammensetzen, die zum
selben Teilsystem gehdren. Denn weil jede Fiihrungsgrofe nur
ein einziges Teilsystem anregt, wird eine Regelgrofie, die sich
nur aus transformierten ZustandsgroBen desselben Teilsystems
zusammensetzt, auch nur von der betreffenden Fiihrungsgrofle
beeinflusst. Um zu erkennen, wie das gelingen kann, wird zu-
nichst die Ausgangsgleichung (2) in die teilsystemorientierte
Darstellung transformiert. Durch Einsetzen der nach x aufgelds-
ten und mit k indizierten GI. (8) in Gl. (2) ergibt sich dann

Yrk = CRT'% = Cr. €2))

Hierbei muss selbstverstandlich die Invertierbarkeit von T ge-
wihrleistet sein. Wahrend sie bisher implizit als gegeben ange-
nommen wurde, wird sie am Ende des Beitrags explizit nachge-
wiesen und die hierfiir zu erfiillende Voraussetzung aufgezeigt.

Damit sich nun die RegelgroBe yg; nur aus transformierten Zu-
standsgrofen zusammensetzt, die zum i-ten Teilsystem gehdren,
muss Cp eine Blockdiagonalstruktur der Form

CR = CR T_l =
Cr11TS1 - CR1m,TS1 . 0 R 0 0 0
_ 0 0 Cr21TS2 =+ CR2n,TS2 .. 0 0
0 0 0 0 . ER,nLTSp 5k,p,n,,,'r5p
(32)

aufweisen. Die Multiplikation von Gl. (32) von rechts mit T
fithrt schlieBlich fiir die i-te Zeile von Cg auf die Beziehung

=1,..p. (33)

Gelingt es demnach, den Zeilenvektor cf ; aus einer Linearkom-
bination der Transformationsmatrixzeilenvektoren des i-ten
Teilsystems zusammenzusetzen, dann ist die auf das Fithrungs-
verhalten bezogene Entkopplung der i-ten Regelgrofle von den
iibrigen durch eine konstante Zustandsriickfihrung méglich. Es
ist allerdings damit zu rechnen, dass dieses Ziel — u. a. in Abhén-
gigkeit von den Differenzordnungen der RegelgréBen — nicht im-
mer erreichbar ist [4, 18]. Kommt diese Rekonstruktion von c};_i
nicht zustande, so kann es mit der nachfolgend beschriebenen
Vorgehensweise immerhin noch gelingen, den Einfluss anderer
Teilsysteme auf das i-te systematisch zu reduzieren. Zu beachten
ist in diesem Zusammenhang, dass die Koeffizienten Cg j s
(i=1,..,p;j=1,..,n) der transformierten Ausgangsmatrix
im Fall verschwindender Verkopplungsfreiheitsgrade sowie der
Diagonalgestalt des Matrixprodukts D*M wegen des Auftretens
der jeweiligen Hauptdiagonalblocke der transformierten Transi-
tionsmatrix der teilsystementkoppelten Regelung in Regelungs-
normalform bei fehlendem Durchgriff genau die Koeffizienten
des Ziahlerpolynoms der betreffenden Fiihrungsiibertragungs-
funktion zwischen der i-ten Fithrungsgrofe und der i-ten Regel-
grofle sind (siehe [2] oder weiter unten). Sie ergeben sich daher
aus einer Untermenge der Nullstellen des geregelten Systems.
Da aber die Nullstellen eines Systems invariant gegeniiber kon-
stanten Riickfithrungen sind [9], &ndern sich diese Koeffizienten
— abgesehen von unterschiedlichen Nullstellenkombinationen —
nicht durch Reglervariationen und somit auch nicht bei der Va-
riation von t] g; iiber q1g;. Es bietet sich daher an, die Koeffi-
zienten Cg; j rsi bei der Suche nach fiir die Fiihrungsentkopplung

T _ oyvmoa T .
CRi = XyiqCrivsi tyTsis

geeigneten Zeilenvektoren go; (i =1, ..., p) sofort mit den Ko-
effizienten des aus den Nullstellen hervorgehenden Polynoms
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gleichzusetzen. Weil die Zeilenvektoren glg; und somit auch alle
Zeilenvektoren der Transformationsmatrix T sowie alle Spalten-
vektoren von deren Kehrmatrix nur bis auf eine multiplikative
Konstante genau bestimmbar sind, kann hierbei der Koeffizient
bei der hochsten Potenz des Polynoms ¢g ; 1 si + €ri2,18iZ T+ -
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf den Wert 1 gesetzt
werden. Nachfolgend wird hiervon stets ausgegangen.

Um die Fiihrungsentkopplung der i-ten Regelgrofe herbeizufiih-
ren, wird angestrebt, Gl. (33) zu erfiillen. Damit der Fall einer
nicht vollstdndig stabilen Entkoppelbarkeit in die Lésungsfin-
dung eingeschlossen werden kann, ist die Verwendung eines zu
minimierenden GiitemaBes fiir jedes Teilsystem zweckméaBig.
Mit der GiitemaBbezeichnung J1s; hat sich die Definition

n; ~
C;i) Grs; (Zv;1 Crivrsi bytsi — CR,i);

i=1,...p (34)

— l(yn & T
Jisi = 5 (Tl Grivrsi torsi —

bewihrt, worin Grg; eine positiv definite (n,n)-dimensionale
Gewichtungsmatrix ist. Unter Beachtung von Gl. (7) sowie der
Abkiirzung

ny ~ — .
Nrsi = X0l Criytsi @Y7 5 i=1,..,p (35)
lasst sich dann Jrg; in die Form
— 1 (4T T T
Jrsi = 5 (tirsi Ntsi — €xi) Grsi (NTsi tirsi — Cryi)

— cky) Grsi (NTsi XTsi Grsi — Cri) ;

i=1,..,p (36)
bringen. Im Minimum der Funktion Jrg; = f (ﬁ%Si) weist der
Ausdruck tITSi Nrs; im obigen quadratischen Sinn die geringste
Abweichung von C};:_l- auf. Von J1g; ist deshalb die partielle Ab-

leitung nach g+; zu bilden und mit dem Nullzeilenvektor gleich-
zusetzen. Daraus folgt die Beziehung

_ /(=T
=3 (@Tsi Xrsi Nsi

— -1
disi = Cr; Grsi Nisi X1s; (Xsi Ntsi Grsi Nisi X1si)
i=1,..p. 37)
a1 . dJtsi : :
Fiir die Ableitung Fr= ergibt sich
dJTsi .
—TL— = Xrgi Nrsi Grsi Nisi X1si; i = 1,...,p .(38)

0qrsi 0q1s;
Weist Nrs; Hochstrang auf, ist die positive Definitheit von
Xrsi Ntsi Grsi N$Si X%Si wegen der aus Q3 hervorgehenden
Zeilenregularitit von Xts; sowie wegen der positiven Definitheit
von GTsi gegeben. Xts; N1si Grsi N$Si X%Si ist dann reguldr.

Ist Xtsi N1si Grsi N%Si X%i positiv definit, beschreibt Gl. (37)
eine Minimumstelle. Nimmt Jg; im Minimum den Wert null an,
dann ist yg; von den anderen RegelgrofBen beziiglich des Fiih-
rungsverhaltens vollstindig entkoppelt. Es ist auch darauf hinzu-
weisen, dass es Konstellationen gibt, in denen das Optimierungs-
ergebnis nicht von Gs; abhédngt. Dies ist beispielsweise der Fall,
wenn ga; die Gleichung

Qisi X1si Ntsi = €ggs i=1,..,p 39

erfiillt. Denn gemaf Gl. (36) ist dann das Giitemal3 null und so-
mit CE'L- exakt aus einer Linearkombination der Transformations-

matrixzeilenvektoren t{TSi, ey tZi’TSi rekonstruiert.

Liegt eine Blockdiagonalstruktur von Cg gemiB Gl. (32) vor,
dann lésst sich zeigen — wie bereits angedeutet wurde —, dass die

Vorfiltermatrix M aus dem Produkt von (D*)~! und einer Dia-
gonalmatrix besteht. Hierzu werden in Gl. (23) die aus den
Gln. (10a), (10b) und (32) hervorgehenden Transformationsbe-
zichungen

® =TT, (40a)
H=T7"1'H, (40b)
CR = ERT (400)

sowie Gl. (22a) eingesetzt. Daraus ergibt sich unter Beriicksich-
tigung von GI. (20a)

M = (ERT(T’l(I —®+HD)(C +PT)TY)T) T FI)_l
- (ER (1-®+HD) T+ P))_lﬁ)_l
(e (1 - éR)‘lﬁ)_l. (41)

Da nun I — @y bei verschwindenden Verkopplungsfreiheitsgra-
den eine Blockdiagonalmatrix mit den (ny,ny)-, ..., (ny, ny,)-di-
mensionalen Matrixblocken auf der Blockmatrixhauptdiagona-
len ist, weist auch die Inverse von I — @y diese Struktur auf. Die
Multiplikation von ihr mit H gemé$ Gl. (20b) fithrt somit auf
eine Ergebnismatrix mit der Struktur

x 0 .. O
x 0 .. 0
0 x 0
~ -1~ H H H "
(1-ao) H = 0 x | D (42)
i 0 .. 0
0 : X
0 0 .. xI

wobei x Elemente kennzeichnet, die ungleich null sein kdnnen.
Multipliziert man das Matrizenprodukt aus GI. (42) von links mit
der Matrix Cy aus Gl. (32), die transponiert dieselbe Struktur wie
die Matrix links neben D* in Gl. (42) aufweist, dann entsteht da-
raus eine Diagonalmatrix, multiplikativ gefolgt von D*. Die In-
version dieses Produkts liefert die zur Fithrungsentkopplung be-
ndtigte, im Abschnitt 4 geforderte Struktur von M. D. h., dass als
Bestimmungsgleichung fiir M grundsétzlich Gl. (23) verwendet
werden kann. Das gilt auch fiir den Fall, dass keine vollstindige
Entkopplung erzielt wurde und demnach Cg nicht die in GI. (32)
angegebene Struktur aufweist. Dann ist zwar D*M nicht mehr
gesichert eine Diagonalmatrix. Aber mittels Gl. (23) existiert im-
merhin eine Berechnungsvorschrift fiir M, die dieses Ziel an-
strebt und die fiir stationdre Genauigkeit im Fiihrungsverhalten
auch ohne Reglerintegratoren sorgt.

Kann fiir Cg die in GI. (32) angegebene Blockdiagonalstruktur
nicht erzielt werden, besteht zur Verbesserung der Entkopp-
lungseigenschaften noch die Moglichkeit, von der Vorgabe, alle
Verkopplungsfreiheitsgrade auf null zu setzen, wieder abzurii-
cken. Denn bei Nichterfiillung von Gl. (32) brauchen auch die
Teilsysteme nicht mehr vollstindig voneinander entkoppelt zu
sein, was ja eine Voraussetzung fiir die bisher beschriebene Va-
riante der Fithrungsentkopplung war. Vielmehr kénnen dann die
Teilsysteme einseitig verkoppelt bleiben, indem in @ z. B. nur
diejenigen Verkopplungsfreiheitsgrade zwangsweise auf null ge-
setzt werden, die unterhalb der Hauptdiagonalen liegen. Dadurch
haben die Koeffizienten ag s, wes @R, ~1,TSp weiterhin die

Bedeutung von Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
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der jeweiligen Teilsysteme und zugleich werden dadurch wieder
Freiheitsgrade verfiigbar, mit denen auf andere Weise als durch
die Vorgabe der Struktur von Cg gemiB Gl. (32) die Fithrungs-
entkopplung angestrebt werden kann. Das Verschieben von Re-
gelungseigenwerten auf invariante Nullstellen ist hierfiir eine be-
kannte Methode [4, 18]. Ein anderes Verfahren, bei dem implizit
ebenfalls Regelungseigenwerte auf invariante Nullstellen ver-
schoben werden, ist das Entkopplungsverfahren nach Falb und
Wolovich [15]. Bei all diesen Verfahren werden allerdings nur
die Eingangs-/Ausgangsbeziechungen voneinander entkoppelt.
So bleiben dann z. B. Trajektorien eines auf Regelungsnormal-
form transformierten Zustandsvektors, die in einem Teilsys-
temunterraum beginnen, nicht auf diesen Teilsystemunterraum
beschriankt. AuBBerdem besteht die Gefahr, dass eine invariante
Nullstelle, auf die ein Regelungseigenwert verschoben wird, au-
Berhalb des Stabilitétsbereichs der Regelungseigenwerte liegt
und dann dieser Weg versperrt bleibt.

Wird das genannte Trajektorienverhalten toleriert und liegen die
relevanten invarianten Nullstellen innerhalb des Stabilitdtsbe-
reichs, kann es in der Tat gelingen, durch Verschieben von Re-
gelungseigenwerten auf invariante Nullstellen in Verbindung
mit einer dazu passenden Vorgabe der Verkopplungsfreiheits-
grade dem Entkopplungsziel noch néher zu kommen bzw. es in
diesem Sinn vollstidndig zu erreichen. Alternativ dazu basiert das
Verfahren von Falb und Wolovich implizit darauf, dass der Stell-
grofeneingriff auf die Teilsysteme von der jeweils letzten Teil-
systemzeile auf eine vorangehende Zeile verlagert wird und
dadurch Regelungseigenwerte von den RegelgroBen aus nicht
mehr beobachtbar sind. Damit ist unter recht allgemeinen Bedin-
gungen stets eine Fiihrungsentkopplung moglich, solange die in-
varianten Nullstellen, auf deren Positionen einige Regelungsei-
genwerte gelangen, innerhalb des Einheitskreises liegen. Befin-
den sich invariante Nullstellen sowohl innerhalb als auch auf3er-
halb des Einheitskreises, besteht mit dem Verfahren nach Falb
und Wolovich keine gezielte Handhabe, um zu verhindern, dass
Regelungseigenwerte auf invariante Nullstellen auflerhalb des
Einheitskreises verschoben werden (sieche Beispiel). Mit der
nachfolgend beschriebenen Vorgehensweise besteht fiir manche
Systeme hierfiir hingegen mehr Spielraum. Das kann dann der
Fall sein, wenn fiir ein Teilsystem §; < n; gilt und sich yg ; aus-
schlielich aus transformierten Zustandsgrofen eines einzigen
Teilsystems zusammensetzen lésst (siche Beispiel). Allerdings
gibt es auch Regelstrecken, bei denen damit keine vollstdndige
Fiihrungsentkopplung erzielbar ist, wihrend es mit dem Verfah-
ren nach Falb und Wolovich bzw. mit der Verlagerung des Stell-
grofeneingriffs weg von der letzten Teilsystemzeile gelingt.

Die Zusammenhinge, die zur Fithrungsentkopplung durch Ver-
schieben von Regelungseigenwerten auf invariante Nullstellen
und gleichzeitig passender Festlegung von Verkopplungsfrei-
heitsgraden fiihren, erkennt man recht schnell, wenn im Bildbe-
reich vom geregelten System die z-Ubertragungsfunktion von
der j-ten FiihrungsgroBe zur i-ten RegelgroBe ermittelt wird.
Denn im Entkopplungsfall im obigen Sinn muss bei ihr filir j # i
im Zahler der konstante Wert 0 stehen. Weil die resultierende z-
Ubertragungsfunktion unabhingig davon ist, in welchem Koor-
dinatensystem das Zustandsraummodell beschrieben wird, bietet
sich hierzu die auf Regelungsnormalform transformierte Darstel-
lung an. Diesbeziiglich liefert zunéchst die z-Transformation von
Gl. (19), Auflésen des Transformationsergebnisses nach X, (z)
und Einsetzen dieses Resultats in die z-transformierte Gl. (31)
die Beziehung

Yro(2) = Cr(zl — @) HMW,(2). (43a)

Wird hiervon nur die z-Ubertragungsfunktion vom j-ten Eingang
zum i-ten Ausgang betrachtet und angenommen, dass M — wie
im Abschnitt 4 fiir eine vollstdndige Entkopplung gefordert — aus
dem Produkt aus (D*)~* und einer Diagonalmatrix besteht, dann
folgt aus Gl. (43a) unter Beachtung von Gl. (20b)

- ~ -1
Yiz(2) = Cri (21 — ®R) ~ en15k; Wj,(2),  (43b)

wenn k; das j-te Diagonalelement der oben genannten Diagonal-
matrix ist. Laut [7] ldsst sich dies auch in der Form

zI—- PR —en;Ts;

[ 0
Yriz(2) = R|'z - g kj W, ) (43¢)

anschreiben. Untersucht man die darin angegebene Zéhlerdeter-
minante, dann ergibt sich unter Beachtung von Gl. (20a) sowie
unter der darstellungsbedingt getroffenen Annahme, dass die
Anregung tiber die letzte FithrungsgroBe erfolgt (j = p) und die

Auswirkungen auf yg ; betrachtet werden (i = 1),

zI — ¢R —enp'TSp
et 0
z -1 0 . 0 N
-, - 1
- 0
.0 .
0 z -1 1
aR,0,TS1 Z+arpn,-11s1 PF1,1TS2 DF,1,n,,TSp I:
__________________________ |
l:
z -1 0 .. o I
0 S
w0 |1 0
0 z -1 1
|
PFp1,TS1 PFpn,_1,TSp-1  AR0,TSp z+ aR.n,,—LTsEl_—l
Cr1,1,TS1 Craing,ts1  CR1,1TS2 CRin,TSp 0

(44)

Im Entkopplungsfall muss eine derartige Determinante fiir belie-
biges z und j # i null sein.

Entwickelt man die in Gl. (44) angegebene rechtsseitige Deter-
minante nach der letzten Spalte und setzt sie wie gefordert gleich
null, dann folgt daraus die Beziehung

z -1 0 0
0 0
O e z -\ ____________
aR,0,TS1 Z+arp,-11s1  PF11TS2 PF,1,np,TSp
________________________ =0.
z -1 0 0
0 0
_____________ 0 o _w_2_-1
Cr11,TS1 5R,1,n1,T51 CR1,1,TS2 ER.l,np.TSp
(45a)

Die darin enthaltene Matrix, von der die Determinante gebildet
werden soll, besitzt die gleiche Struktur wie diejenige in
Gl. (20a). Es gilt daher gemal Gl. (21) nach additiver Erweite-
rung von g 1 n, Tsp in Gl (45a)umz — z
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n ny-1 np-1

Arorsy + - +2™ Prayrse ¥ o FPrangms2 2270 o Praytsp Tt Pram,sp 27
ny-1 n np-1

Przarst T oot Ppzn,1s1 270 Agorsz + ot 22 w Pezirsp T o F Prangsp 2P
& & ni-1 & & nz-1 g ¢ np-1

Craarst t o F CRamyrs1 27 Cragmse t o Cramg sz 27270 e GRaawsp ot Ry sp 277

= 0. (45b)

Um nun zu erzwingen, dass die angegebene Determinante null
wird, miissen (mindestens) zwei darin enthaltene Zeilen oder
Spalten voneinander linear abhingig sein. Hierzu wird in
Gl. (45b) die erste (im Allgemeinen die i-te) Zeile und die letzte,
d. h. die p-te Zeile, herangezogen. Dies gilt unabhéngig vom ge-
wiihlten Eingang j. Wegen der dann wiedererlangbaren Uber-
sichtlichkeit wird nachfolgend anstatt von der ersten Zeile aus-
nahmslos nur noch von der i-ten gesprochen.

Die lineare Abhdngigkeit der kompletten i-ten von der p-ten
Zeile wird in mehreren Schritten erzielt. Zunéchst wird dafiir ge-
sorgt, dass der Teilzeilenvektor mit den Elementen (i, 1) und
(i,7) sowie der Teilzeilenvektor mit den Elementen (p, 1) und
(p, i) durch geeignete Vorgabe der darin enthaltenen Verkopp-
lungsfreiheitsgrade linear voneinander abhiangen. Dann folgt das
linear abhédngig Machen des Teilzeilenvektors mit den Elemen-
ten (i, 2) und (i, i) vom Teilzeilenvektor mit den Elementen (p, 2)
und (p, i), usw. Fiir die daraus jeweils gebildeten Unterdetermi-
nanten gilt

n nj—1
arorsi t otz Pri1Tsi + ot Prinsi 2

Criarsi t ot CRinyTsi zMt
iL,j=1,..,p;j#*1i. (46)
Multipliziert man nun entsprechend den Determinantenrechen-
regeln aus, sortiert das erhaltene Produkt nach Potenzen von z
und setzt die dadurch entstehenden Polynomkoeffizienten gleich
null, dann kdénnen die so gewonnenen Beziehungen nach den da-
rin vorkommenden Verkopplungsfreiheitsgraden aufgelost wer-
den. Die Losungsfindung vereinfacht sich allerdings erheblich,
wenn man bedenkt, dass die Losung insbesondere auch fiir sol-
che z gelten muss, die Nullstellen des in GI. (46) vorkommenden
Polynoms Cg; 1 1si + -+ Crin,Tsi z™~1 sind. Die betrachtete
Determinante kann dann bei gegebenem Polynom &g 1 s +
oot CRim, TS z"W™1, das im Allgemeinen bei den gewihlten

=0:
. . nio1 ;
CRiaTsi T ot CRin,TSi Z ¢

Werten von z ungleich null ist, nur dadurch null ergeben, wenn
die Nullstellen des Polynoms &g ; 1 rsi + .- + Crin, Tsi zM™ 1 zu-
gleich Nullstellen von ag o rsj + ... + 2™ sind. Da die Verkopp-
lungsfreiheitsgrade, die Gl. (46) 16sen, aber unabhingig von z
sein sollen und dann die Losung im Allgemeinen eindeutig ist,
kann die Festlegung, dass die Nullstellen von Cg;q1si + ...+
CRin,TSi z"~1 zugleich Nullstellen von ag o tsi + ... + 2™ sind,
als allgemeine Voraussetzung fiir die Losung von Gl. (46) be-
trachtet werden, sofern nicht alle Koeffizienten des Polynoms
5R,i,1,TS]' + ...+ ER,i,nj,TSj an_l null sind. Dass die beiden POly-
nome ER,i,l,TSi + ..+ ER,i,ni,TSi Zni_1 und AaR,0,TSi + ..tz
iiber gemeinsame Linearfaktoren verfiigen, bewirkt des Weite-
ren, dass sich die ausmultiplizierte Gl. (46) um diese gemeinsa-
men Linearfaktoren kiirzen ldsst. Es verbleiben im Resultat dann
nur noch die nicht kiirzbaren Linearfaktoren des Polynoms
arorsi + ..+ 2™ sowie vom Polynom &g;qsit ..+
CRin,TSi z™~1 der Koeffizient der hdchsten Potenz von z. Letz-
terer wurde aufgrund der Unbestimmtheit der Zeilenvektoren
G~s; hinsichtlich ihrer Betriige bereits auf den Wert 1 festgelegt.
Wegen des Grades n; — 1 des zuletzt genannten Polynoms und
des Grads n; des Polynoms ag o rsi + ... + z™ handelt es sich in
der Regel genau um einen einzigen verbliebenen Linearfaktor.
Falls allerdings Cg ; n, rsi, usw. selbst null wird, erh6ht sich die

Anzahl der verbliebenen Linearfaktoren. Bei zeitdiskreten Sys-
temen ohne Totzeitglieder in den Ubertragungspfaden zwischen
Eingang und Ausgang wird der Gradunterschied im Allgemeinen
jedoch genau den Wert 1 aufweisen. Liegt dieser Fall vor und
enthdlt der verbliebene Linearfaktor die Nullstelle Zg s, dann
fithrt das Ausmultiplizieren der gekiirzten Gl. (46) auf die Be-
stimmungsgleichungen

0

z": PFi1TSj = —ZRTSi CRi1,TSj >

1. - = > =

Z: PFi2TSj — CRi1,TSj — ZRTSi CRi,2,TSj »

2. — = 5 x

zZ" PFi3,TSj — CRi2TSj — ZRTSi CRi,3,TSj »

n;—1. = 7 > =

Z 7D PRingTSj = CRin;—1TSj — ZRTSi CRin;TSj »

z™: CRimgrsj = 05 Lj=1..,pj#1i. 47)

Die obige Vorgehensweise kann sogar dort angewandt werden,
wo Verkopplungsfreiheitsgrade zu bestimmen sind, die in @y
oberhalb und unterhalb der Hauptdiagonale liegen. Dann kann
anhand der geschilderten Vorgehensweise zwar nicht mehr si-
chergestellt werden, dass es sich bei den Koeffizienten
aR,0,Ts1» s ARn,—1,Tsp Weiterhin um die Koeffizienten der je-
weiligen charakteristischen Polynome der Teilsysteme handelt.
Die Entkopplung bleibt durch die geschilderten MaBnahmen
aber bewahrt.

Ist der Grad des Polynoms ER,i,l,TSi + ..+ ER,i,ni,TSi Zni_l klei-
ner als n; — 1, verbleibt im Polynom aggsi + ...+ z™ nach
dem Kiirzen mehr als ein Linearfaktor, wie bereits erwahnt
wurde. Das Ausmultiplizieren der in Gl. (46) enthaltenen Deter-
minante fithrt dann gegeniiber Gl. (47) zu modifizierten Bezie-
hungen. Infolgedessen miissen im Polynom &gqrsj+ ...+
ER,i,n,-,TSj an_l neben ER,i,n,-,TSj auch ER,i,nj—l,TSj und ggf weli-
tere Koeffizienten null sein.

Anhand von Gl. (47) erkennt man, dass die vollstdndige Ent-
kopplung durch Verschieben von Regelungseigenwerten auf in-
variante Nullstellen und dazu passender Vorgabe von Verkopp-
lungsfreiheitsgraden nur dann gelingen kann, wenn zumindest
die jeweils letzten einem Teilsystem zugeordneten Elemente
CRin;,TS] des transformierten Zeilenvektors Z‘};:_i null sind (auBer
das Element Cg; n, 1si). Bei mehr als einem verbliebenen Line-
arfaktor nach dem Kiirzen der beiden in Gl. (46) in der linken
Spalte stehenden Polynome miissen auch 5R,i,n,~—1,TSj (j # i)und

gef. weitere Koeffizienten null sein. Deshalb soll vorab unter-
sucht werden, was diese Elemente bewirken. Hierzu wird zu-
néchst die Reaktion der Regelgrofen ein Abtastintervall nach
Vorgabe eines Sollwertsprungs bei auf null gesetzten Zu-
standsgrofenanfangswerten betrachtet. Gemél den Gln. (1) bis
(3) ergibt sich hierbei

yr(T) = CRHMw(0) (48a)
bzw. im transformierten Koordinatensystem laut Gl. (20b)

CR1,n,,TS1 CR,1,np, TSP

D*M w(0) .

yr(M = ERHMW(O) = I

CRpny,TS1 CRpnp, TSP

(48b)
Die Elemente €1, 1515 -5 ER,p,np_Tsp beeinflussen demnach
malgeblich die unmittelbare Reaktion der RegeLgréBen auf ei-
nen Sollwertsprung. Diejenigen Elemente von Cg, die gemil
Gl. (47) null sein miissen, sind in Gl. (48b) gerade die nicht auf
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der Hauptdiagonale liegenden Elemente der in Gl. (48b) ele-
mentweise angegebenen Matrix. Sie muss dadurch zu einer Dia-
gonalmatrix werden, weshalb im Entkopplungsfall auch D*M
— wie bereits zuvor schon angenommen — eine Diagonalmatrix
sein muss, sofern nicht die Hauptdiagonalelemente Cg 1y, Ts1,
- CRpm, TSp selbst Nullelemente sind. Liegt ein derartiger Fall
derart vor, dass eine ganze Zeile [CRin, Ts1 CR,in,,,TSp]
eine Nullzeile ist und somit CE'L- H M = 07 gilt, dann betriigt der
Gradunterschied zwischen den Polynomen aggrsi + ... + 2™
und &ryq1si + -+ Crin,1si 2 mindestens gleich 2. Es
miissen daher auch die Koeffizienten Crjn 17515 -+
CRin,—1,TSp (auBer Cg j n,—1,rsi) null sein. Um ihren Einfluss auf
die RegelgroBen zu ermitteln, wird die Regelgrofe yg ; zwei Ab-
tastintervalle nach einem Sollwertsprung bei verschwindenden
Zustandsgrofenanfangswerten berechnet. Man erhélt hierfiir
nach Auswerten der Gln. (1) und (2) fir k = O und k = 1 sowie
nach Einsetzen von x(2T) in GI. (3) fiir k = 2 unter Beachtung
voncg; HM =07

yri(2T) = ch; (@ —HK)HMw(0) = c§; ® HMw(0).
(49a)

In transformierter Darstellungsweise folgt hieraus unter Einbe-
ziehung der Gln. (20a) und (20b)

yri(2T) = &f; @ HMw(0)

= [CR,i,l,T51 o Cring—11s1 0 - Criyrsp - CR,inp—1,TSp 0]'
0 0
0 H
1 0
“ARn,-1,TS1 - TPF1n,TSp
: D'Mw(0) = [CRin,-11s1 - CRim,—11sp | D* M w(0).
0 0
: 0
0 1

[*PF,p,1,Ts1 *an,n,,—nTSpJ

(49b)
Demnach sind die Elemente Cgn,—1,151, ...,ER,i,np_LTSp ent-

scheidend fiir den Wert des Regelgroflenvektors zwei Abtatsin-
tervalle nach Aufschalten eines Sollwertsprungs verantwortlich.
Sollten auch sie alle null sein, kann das geschilderte Verfahren
entsprechend fortgesetzt werden. Die erste auf diese Weise er-
mittelte nicht verschwindende Regelgrofie yg ; ist per Definition
YRr,i,5;» Wobei §; die Differenzordnung der RegelgroBe yg; be-
zeichnet. Fiir sie gilt dann

Yri(8) = g @4 HMw(0). (502)
In transformierter Darstellung ergibt sich entsprechend

ER,i,np—8i+1,TSp] D*Mw(0) .

(50b)

Yri(6;) = [ER,i,n1—6i+1,T51

Um zu erreichen, dass der FiihrungsgroBenvektor w(0) in
Gl. (50b) yg;(6;) nur mit seinem i-ten Element beeinflusst,
muss der darin elementweise angegebene Zeilenvektor bei ange-
nommener Diagonalform von D*M proportional zum Einheits-
zeilenvektor e] sein. Zusammen mit Gl. (50a) ist somit fiir be-
liebige Sollwerte die Forderung

T -1l — & T
cri PO H = Crimi—s;+11s51 € D” (51a)

zu erfiillen. Hierbei kann davon ausgegangen werden, dass
CRim;—s;+1,7si ungleich null ist, da ja gerade der Fall yg ; (6;T) #

0 betrachtet wurde und demzufolge gemaf Gl. (50b) fiir D*M als
Diagonalmatrix Cgjn,—s,+1,rsi # 0 gelten muss. Des Weiteren
wurde g j n,—5,+1,7si als Koeffizient bei der hdchsten Potenz von
z zu Beginn des Abschnitts 5 bereits auf den Wert 1 festgelegt.
Weil auBerdem aus Gl. (11) e] D* = tI,TSi ®@™~1 H hervorgeht,
muss schliefllich

tip @Y H = cf; @5 'H (51b)

gelten. Aufgrund von Gl. (25) sowie dem Umstand, dass im
Spaltenblock @™~ H gerade diejenigen Spalten in Qg enthalten
sind, denen auf der rechten Seite von Gl. (25) die linksbiindig
ersten Elemente von gag; entsprechen, folgt die Erkenntnis, dass
die linksbiindig ersten Elemente von g+g; mit den Elementen von
¢k, @91 H iibereinstimmen miissen, wenn cf, @51 H ein
Zeilenvektor ist, der in der gleichen Reihenfolge diejenigen Ele-
mente von c};’i @51 H enthilt, die sich in Spalten befinden, die
denjenigen entsprechen, die von @™~ H nach Qg {ibernommen
wurden.

Sind nach der obigen Festlegung der linksbiindig ersten Ele-
mente von grg; noch weitere zu bestimmen, so kann im Grund-
satz erneut die zu Beginn des Abschnitts 5 skizzierte Vorgehens-
weise angewandt werden. Es muss lediglich grs; gemah

Grsi = [ck, @O"TH qry) (52)

in die zwei Teilzeilenvektoren c;{'[ @91 H und gr; aufgeteilt
und diese Darstellungsweise in Gl. (36) eingesetzt werden. Mit

Xa,TSi]

53
Xp,1si (53)

X1si = [
und an die Spaltenzahl von c};l ®%-1 g und g75; angepasster
Zeilenzahl von X,rg und Xy s ergibt sich daraus der in
Gl. (36) maBgeblich vorkommende Term

Grsi Xrsi N1si — €k; = Grsi Xpsi Nrsi — (ki — €, @91 H X, 15 Nrs) -

(54)
Die weitere Vorgehensweise folgt den sich an Gl. (36) anschlie-
Benden Schritten. Es muss dort lediglich ﬁ%Si durch @75, Xrsi
durch Xy, 7s; und ¢§; durch ¢f; — ch, PO H X, 15 Ns; er-
setzt werden. Als Resultat stellt sich entsprechend Gl. (37)

T _ (T T 6.1 T T .
qrsi = (ci;— ¢k, %1 H X,715i N1si) Grsi N1s; Xp 1si

- (Xprsi Ntsi Grsi NTs; Xp i) L=, ~,p (55)
ein. Wegen der positiven Definitheit von G1g; und der aus Q3
herriihrenden Zeilenregularitit von Xy, rs; ist der Matrixterm
Xy 1si N1si Grsi N%Si XE,TSi bei angenommenem Hochstrang
von Nrg; positiv definit, so dass es sich bei ﬁfrTSi um eine Mini-
mumstelle handelt (vgl. die Aussage im Anschluss an Gl. (38)).
Das Einsetzen von gi; in Gl. (52) und des daraus hervorgehen-
den Zeilenvektors gtg; in Gl (27) liefert schlieBlich den gesuch-
ten Transformationsmatrixzeilenvektor t;r,TSi, aus dem — ange-
wandt auf alle Teilsysteme — iiber Gl. (7) schlieflich die gesamte
Transformationsmatrix T und iiber Gl. (22a) im Zusammenspiel
mit der Festlegung der Verkopplungsfreiheitsgrade gemaif
Gl. (47) oder vergleichbarer Bezichungen sowie mit den Koeff-
zienten der charakteristischen Polynome der Teilsysteme die
Reglermatrix hervorgeht.

Zusammenfassend ldsst sich aus den obigen Varianten zur Fiih-
rungsentkopplung die folgende Strategie ableiten: Zunédchst wird
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mithilfe der Untersuchungen um Gl. (37) §$Si bestimmt und so

im Zusammenspiel mit den Gln. (7), (22a) und (27) versucht, Cg
auf Blockdiagonalgestalt zu bringen. Gelingt dies nicht, wird der
Weg zur Entkopplung iiber die Vorgabe der Verkopplungsfrei-
heitsgrade entsprechend Gl. (47) gesucht. Zuvor wird aber g

unter Verwendung der Gln. (52) und (55) erneut berechnet und
damit €y nochmals bestimmt. Hitte bereits die erste Berech-
nungsvariante fiir Cg zu einer Blockdiagonalstruktur gefiihrt,
hitte diese Losung bereits das mit den Gln. (52) und (55) erziel-
bare Ergebnis eingeschlossen. Wére sie hinsichtlich einer voll-
standigen Entkopplung jedoch nicht erfolgreich gewesen, hitte
sich ein Resultat einstellen konnen, das fiir eine ndherungsweise
Entkopplung méglicherweise besser geeignet ist. Die Variante
iiber die Gln. (52) und (55) lasst dagegen die Moglichkeit offen,
iiber die Verkopplungsfreiheitsgrade das Entkopplungsziel noch
vollstdndig zu erreichen. Gelingt auch das nicht, kann zur voll-
standigen Entkopplung die Methode nach Falb und Wolovich mit
ihren etwas weitergehenden Einschrankungen beziiglich der
Platzierung von Regelungseigenwerten auf invariante Nullstel-
len eingesetzt werden. Falls diese Einschrankungen bei der kon-
kret zu regelnden Strecke zu keinen Nachteilen fiihren, hitte man
diese Methode bereits als erstes Verfahren auswiahlen kénnen.
Gelingt auch damit keine vollstindige Fiihrungsentkopplung,
existiert kein Zustandsregler mit konstanter Zustandsriickfiih-
rung, der diese Aufgabe 16sen kann. Man muss sich dann mit ei-
ner angendherten Fiihrungsentkopplung zufriedengeben, wie sie
z. B. auf der Basis von Gl. (37) angegangen wird. Alternativ
wire noch ein Zustandsregler mit dynamischer Riickfithrung
moglich, wie er beispielsweise in [18] vorgeschlagen wurde.
Auch ein dynamisches Vorfilter wire denkbar. Weil hierauf je-
doch nicht der Fokus dieses Beitrags liegt, werden in ihm diese
Maoglichkeiten nicht behandelt.

6 Beispiel

Zur Illustration der vorangehenden Erlduterungen soll das nach-
folgende akademische Beispiel vierter Ordnung dienen, das zwei
StellgroBen (u,, u,), zwei RegelgroBen (yg 1, Yr 2) und vier Zu-
standsgroBen (xq, x,, X3, x,) enthilt. Die Abbildung 1 zeigt das
zugehorige Strukturbild. Die betrachtete Regelstrecke soll zeit-
diskret mit der Abtastzeit T geregelt werden. Zwei Regelungsei-
genwerte sind nach zg,/, = 0 und zwei weitere nach zg 3/, =
0,5 zu verschieben. Um hierbei verschiedene Entkopplungsfalle
beleuchten zu kénnen, wird der reelle Parameter a eingefiihrt.

1 1
Uy X1 X2 YR
ﬁ‘
ol
1 1 _
U, X4=YRr2
—_— >
X3

Abb. 1: Strukturbild der Beispielregelstrecke

Das dynamische Verhalten der Regelstrecke wird durch die zeit-
diskreten Systemmatrizen

T 0
100 0 [Tzo]
lr 10 0 |7 {01 af 0
e=1001 0 8H={¢ r|-&x=1[p 0 % 1]
T 0T 1 lT_ZT_ZJ
2 2

beschrieben. Wegen cf, H # 0T und cf, H # 0T ergeben
sich fiir die beiden Regelgrofien die Differenzordnungen 6§; =
6, = 1. Mit der aus [15] stammenden und auf zeitdiskrete Sys-
teme iibertragenen Entkopplungsreglerentwurfsvorschrift erhilt
man zwar eine Reglermatrix, die 6, + 6, = 2 der vier Rege-
lungseigenwerte an gewiinschte Positionen verschiebt. Die ande-
ren beiden sind im Fall  # % allerdings an invariante Nullstellen

1+2a

gebunden, die bei ny = —1 und 5, = — liegen. Fiir a = %

1-2a
existiert dagegen nur die invariante Nullstelle 7, = —1. Das auf
diese Weise geregelte System wire somit fiir @ = 0 mit Sicher-
heit instabil. Selbst wenn die Regelstrecke aus Abbildung 1 mit
einem zeitkontinuierlichen Zustandsregler gemal [15] geregelt
werden wiirde, ergibe sich fiir & # 0 und den dann geltenden
RegelgroBendifferenzordnungen §; = 1 und §, = 2 die invari-

ante Nullstelle n; = % Infolgedessen wiirde auch der zeitkonti-

nuierliche Entkopplungsreglerentwurf auf der Basis von [15] fiir
a > 0 wegen der Bindung eines Regelungseigenwerts an 1, auf
ein instabiles System fiihren. Geht man dagegen beim zeitdiskre-
ten Reglerentwurf so vor, wie es in den Abschnitten 3 bis 5 er-
lautert wurde, dann wird zundchst die Steuerbarkeitsmatrix

[TO T 0 X X X x]
2 2
9o 2T 0 x x «x X|
Qs = |2 2
s |0T 0 T x x X x|
T2 T? 3T% 3712
> 7 2 2 x x x x|

bestimmt. Die ersten vier linken Spalten von ihr sind voneinan-
der linear unabhiingig und bilden somit die Matrix Qg. Da in ihr
zwei Spaltenvektoren der Kette hy, @ h, ... und ebenso viele der
Kette h,, @ h,, ... enthalten sind, resultieren daraus die Teilsys-
temordnungen n; = n, = 2. Damit und mit

Grsi = [Qutst Garsil,
Tts; = [Qursz Qarsz],
3 1
[ o 2 0 0 ]
| 0 1 3 _1|
0! = | 72 2T T2 |
1 1
I_E =z 0 0 I
1 L L
l 0 Tz 2T T2 J
folgt

[ @irs: X1s1 ]
Tirs1 X1s1 ‘1’|
| @irs2 X1s2 |
quTSZ X5, @]

[T

r - |dmel
I
|

[— dursi qursi—dzrs1i _ d2Ts1 ‘?z,'rsrl
I B 2T B T27 B 2T 7T2
q1,TS1 491,151 —q2,TS1 q2,TS1 q2,TS1
_ | 2T T2 2T T2
- |- dursz  qurs2—da1s2 _ 2rsz das2 | ’
| B 2T _ TZ_ B 2T _TZ
l q1,TS2 q1,152—92,TS2 q2,TS2 QZ,TSZJ
2T T? 2T T2
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T ®? 341,151 G1,151=02,1s1 3dz,Ts1 d2,Ts1

c = 1,TS1 2T T2 2T T?
tT P2 3dy,1s2 Gu1s2—Az1s2 3dz1s2 dzrsz |’
LTS2 2T T2 2T T2
T _ —

Dt = [tl,T51 d’H] _ [ql,TSI qZ,TSI]

= |7 = |= _ .

tits; PH di1sz d2,1s2

Unter der Annahme der Invertierbarkeit von D* sowie mit
0 o0 0 0
P =

1
001—1

lautet die Reglermatrix gemaB Gl. (27)

K =
3 | S@yrsidarse 1 _ 3dyrsi (Gars2—duts2) 55,751 d2,152 32,151 d2,152
2T 8T det D* T2 4T2 det D* 8T det D* 4T2 det D*
_Shusi@irse 1 3%rsi (Tarse-Garse) 3 STursifers: 1 3urei Gersa |
8T det D* T? 4T? det D* 2T 8T det D* T? 4T2 det D*

Mit ihr werden alle Eigenwerte trotz noch nicht festgelegter Pa-
rameter §;7s1, q2,1s1> q1,1s2 und g s, wie gewiinscht nach
Zr1y2 =0 und zp3,, = 0,5 verschoben. Um dariiber hinaus
die Regelgrofien voneinander zu entkoppeln, werden die Koeffi-
zienten Cr 11,151, CR,1,2,T51> CR 2,1,Ts2 Und Cr 2 2 52 entsprechend
der invarianten Nullstelle 7, = —1 zunéchst auf den gemeinsa-
men Wert 1 gesetzt. Die darauf basierende Auswertung von
Gl. (36) fiihrt bei der Vorgabe von Diagonalmatrizen als Ge-
wichtungsmatrizen auf die davon unabhéngigen L&sungen

Grs: = ;—2[1 0] und gts, = Z—Z[l 1]. Daraus wird nun die
Transformationsmatrix berechnet und deren Inverse von rechts
mit Cg multipliziert, was schlie8lich
Cr = [1+20c 1-2a —2a Za]
0 0 1 1

liefert. Man erkennt daran zum einen, dass die RegelgroBe yg »
vollstidndig aus den transformierten Zustandsgrofen des zweiten
Teilsystems rekonstruiert werden kann und dass die Koeffizien-
ten €r o1 Ts2 und Cg; 2 Ts2 nNach erfolgter Optimierung tatséch-
lich den Wert 1 annehmen. Zum anderen ist aber auch ersicht-
lich, dass sich yg 1 nur fiir @ = 0 ausschlieBlich aus den trans-
formierten Zustandsgrofen des ersten Teilsystems zusammen-
setzt. In diesem Fall ergibt sich ebenfalls CriiT1s1 =
Cr1z2T1s1 = 1. Fir a # 0 gilt dagegen Cry171s2 # 0 und
Cr12T1s2 # 0, weshalb auch ZustandsgroBen des zweiten Teil-
systems yg ; beeinflussen und somit yg ; nicht fithrungsentkop-
pelt ist.

Fiir die resultierende Regler- und Vorfiltermatrix folgt aus der
Optimierung

3 1 1

= = = 0
K = 2T T2 0 0 M = T2
- 5 1 7 1| - 1 1
8T T2 8T 4T? T2  4AT?

Daraus wiederum ergibt sich zusammen mit den zeitdiskreten
Systemmatrizen und der Vorfiltermatrix geméf Gl. (23) die Fiih-
rungsiibertragungsmatrix

(1-2a)z+1+2a a(z-1)

222 4(2_1)2

Gy,2)= CRGzI — ® + HK)"HM = o L
2

(-3

Auch hieran ist im Fall a # 0 die nicht erfolgte vollstindige
Fiihrungsentkopplung der Regelgréfe yg 1 von yg, anhand des
nicht verschwindenden Elements Gy, ; » ,(2) ersichtlich.

Zur Veranschaulichung des mit der ermittelten Reglermatrix er-
zielbaren Regelverhaltens zeigen die Abbildungen 2a und 2b das
Fiihrungsverhalten der RegelgroBen yg ; und yg , sowie die zu-
gehorigen StellgrofBenverldufe, wenn zu unterschiedlichen Zeit-
punkten jeweils ein Einheitssollwertsprung in den Fiihrungsgro-
Ben wy (bei T) und w, (bei 4T) erfolgt. Hierbei wird in Abbil-
dung 2a der Fall @ = 0 angenommen, wihrend Abbildung 2b
auf dem Paramater & = 1 basiert.

Abb. 2a: Sprungantworten und StellgréRenverlaufe der Beispiel-
regelung bei konstantem Vorfilter und konstanter Zustandsriick-
fihrung mit vollstandiger Fuihrungsentkopplung fiir <= 0

Abb. 2b: Sprungantworten und StellgroRenverlaufe der Beispiel-
regelung bei konstantem Vorfilter und konstanter Zustandsriick-
fihrung mit unvollstédndiger Fihrungsentkopplung fir <= 1

Wie aus den Zeitverldufen hervorgeht, wird in Abbildung 2a mit
der gewidhlten konstanten Zustandsriickfiihrung fiir ¢ = 0 die
vollstdndige Entkopplung des Fithrungsverhaltens erreicht. Bei
Abbildung 2b gelingt eine vollstdndige Fiithrungsentkopplung
wegen a = 0 nicht.

Um zu veranschaulichen, wie konkret vorgegangen werden
muss, wenn die Fithrungsentkopplung mit konstanter Zustands-
riickfithrung nur iiber das Verschieben von Regelungseigenwer-
ten auf invariante Nullstellen gelingt, wird der Parameter @ auf
den Wert _§ gesetzt. Fiir die invarianten Nullstellen gilt somit

n; = —lundn, = —0,2, d. h. eine von ihnen liegt innerhalb des
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Stabilitédtsbereichs und eine am Stabilitdtsrand. Aufgrund der
Aussagen unmittelbar im Anschluss an Gl. (51b) erhilt man bei
der nun betrachteten Vorgehensweise fiir die Zeilenvektoren
§+s, und grs, die Ergebnisse

T _ T _ TZ TZ
qrs; = cra1H = > ~ 3
_T _ T _ TZ TZ
sz = 2 H = |5 .

Uber die daraus ermittelbare Matrix T ergibt sich dann die trans-
formierte Ausgangsmatrix

0]

1

. . . . . 4
Hieraus lassen sich nun die Koeffizienten Cgj 17152 = 3 und

1
Z‘R = CRT_l = |:E 1
0 0

=g

ER,l,nz,TSZ = ER,Z,I,TSI = ER,Z,nl,T51 =0 ablesen. Dle Regel-
grofle yg, ist somit mittels der bisherigen Berechnungen, d. h.
ohne die von Null abweichende Vorgabe der Verkopplungsfrei-
heitsgrade pr 2 1,rs1 Und Pgan, s1, bereits filhrungsentkoppelt.
Die Verschiebung eines Regelungseigenwerts des zweiten Teil-
systems auf eine invariante Nullstelle ist daher nicht erforderlich.
Fiir yg; trifft dies wegen €g 1 115, # 0 nicht zu. Allerdings ist
die Voraussetzung fiir eine derartige Verschiebung wegen
Cr1,2Tsz = 0 erfiillt. Die Anwendung von Gl. (47) liefert dann
mit Zg ts; = 0 die Ergebnisse

_ _ 4
Priits = 0, Prizrse = ¢
. 1 1 ..
und somit wegen zg; = 0, Zg, = — 2R3 = ZRa =3 die Ma-
rix
1 4
0 5 0 3
P = 1 .
0o 0 - -1
4

Dariiber hinaus konnen aus T geméaf den Gln. (11) und (17) noch
die Matrizen

3T 5 1
4 6 2 3
cr =
3T 3T 1
sl 0 - =
| 4 4 2
und
[ 72 T?
« _ |z T3
b = T2 T2
2 2

berechnet werden. All diese Ergebnisse in die Gln. (22a) und
(23) eingesetzt fithren schlieflich auf die Reglermatrix

31 6 1 1
K = 20T 572 20T 10T?
= = 27 6 37 3

40T 5T2 40T 20T?

sowie die Vorfiltermatrix

6 1
_ 5T2 10T?

M - 6 3
572 20T?

Um einen Eindruck zu erhalten, welches Regelverhalten mit dem
so entworfenen Regler erzielbar ist, zeigt das Bild 2¢ wiederum
das Einschwingverhalten beider RegelgroBen sowie der zugeho-
rigen StellgroBen bei Vorgabe derselben Sollwertspriinge wie

zuvor. Als Gegensatz dazu ist im Bild 2d der Verlauf der Regel-
und StellgroBen dargestellt, wenn der Reglerentwurf mit der zeit-
diskreten Variante der Entkopplungsmethode von Falb und Wo-
lovich erfolgt.

1 T T T T

+ =

r
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i

______

5 O O s S
1
1
N

HT
Abb. 2c: Sprungantworten und StellgréRenverlaufe der Beispiel-
regelung bei konstantem Vorfilter und konstanter Zustandsriick-
fihrung mit Fihrungsentkopplung durch Verschieben eines Rege-

lungseigenwertes auf eine invariante Nullstelle und dazu passen-
der Vorgabe von Verkopplungsfreiheitsgraden fur «= —1/3

AN NN

Abb. 2d: Sprungantworten und StellgréRenverlaufe der Beispiel-
regelung bei konstantem Vorfilter und konstanter Zustandsrick-
fuhrung mit Fuhrungsentkopplung nach Falb und Wolovich fir
x=-1/3

Wie deutlich zu erkennen ist, sind die Regelgrof3en zwar in bei-
den Fillen fiihrungsentkoppelt und verlaufen in den Abtastzeit-
punkten entsprechend den gewihlten Regelungseigenwerten. In
Bild 2d ist aber in beiden Regelgrofien eine Dauerschwingung
sichtbar, sobald der Sollwertsprung in der zweiten Fithrungs-
grofle erfolgt ist. Man erkennt sie allerdings in den abgetasteten
RegelgroBenwerten nicht. Um das noch besser hervorzuheben,
wurden bei den Funktionswerten von yp ; die abgetasteten Werte
durch Kreuze markiert. Im Verlauf der Stellgrofe u, ist die ge-
nannte Dauerschwingung jedoch auch anhand der zeitdiskreten
Vorgabewerte sichtbar. Der Grund fiir die sich einstellende Dau-
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erschwingung liegt darin, dass verfahrensbedingt einer der Re-
gelungseigenwerte auf die invariante Nullstelle 7, = —1 ge-
schoben wurde und somit instabil ist.

6 Zusammenfassung

Im Beitrag wurde fiir die Ackermann’sche Formel zur Polvor-
gabe bei Mehrgrofiensystemen fiir den zeitdiskreten Fall eine Er-
weiterung vorgestellt, durch die bisher dort nicht erschlossene
Freiheitsgrade geschaffen wurden. Es wird darin gezeigt, wie sie
zielgerichtet zur Fithrungsentkopplung einsetzbar sind. Die be-
schriebene Methode basiert auf einer teilsystemorientierten Zu-
standsgrofBentransformation und erzielt die Entkopplung durch
Rekonstruktion der Zeilenvektoren der Ausgangsmatrix aus ge-
eigneten Zeilenvektoren der Transformationsmatrix, soweit dies
mdoglich ist. Des Weiteren wurde gezeigt, wie mit der erweiterten
Ackermann’schen Formel die Entkopplung durch Verschieben
von Regelungseigenwerten auf invariante Nullstellen gelingen
kann.

Anhang

Damit die in Gl. (7) aufgefiihrte Transformationsmatrix zur ge-
wiinschten ZustandsgrofBentransformation fiihrt, muss T reguldr
sein. Am einfachsten weist man das analog zur in [9] beschrie-
benen Vorgehensweise fiir den EingrofBenfall nach. Demzufolge
ist fiir die lineare Unabhéngigkeit der Zeilenvektoren von T zu
fordern, dass das Gleichungssystem

Parst Eirss + Moty tirss @ + oo+ fn 71 biss PTUT 4 L+
+ Uy Tsp tI,TSp + Ua1sp tITSp D+ .t U, 1sp tI,TSp ot = 0F

(A.1)

nur eine Losung mit verschwindenden Koeffizienten pg g1, ...,
Hn,,Tsp besitzt. Um das zu zeigen, wird Gl. (A.1) zunéchst von

rechts mit H multipliziert. Unter Beriicksichtigung der
Gln. (10b), (10c) und (11) folgt daraus die vektorielle Beziehung

[Mn,TS1  Hn,TS2 Un,Tsp] D* = 0T, (A.2)

An ihr erkennt man, dass nur bei Invertierbarkeit der Matrix D*
fiir die Koeffizienten piy, rs1, -- -, Hn, TSp jeweils ausschlieBlich

der Wert 0 als Losung bleibt. Notwendig fiir die Regularitit von
T ist somit die Invertierbarkeit von D*.

Um zu zeigen, dass auch die iibrigen, in Gl. (A.1) enthaltenen
Koeffizienten fiir det D* # 0 null sind, wird Gl. (A.1) von rechts
mit @ H multipliziert. Unter Beachtung des bereits vorangehen-
den Ergebnisses iy, 151 = - = bn,1sp = 0 sowie unter
der Annahme, dass in jedem Teilsystem noch mindestens ein un-
bestimmter Koeffizient vorhanden ist, fithrt das auf

[Mn,-1TS1  Hn,—1TS2 Hn,-1,1sp] D* = 0T, (A.3)

was bei invertierbarem D* erneut nur 0 als Losung fiir die ge-
suchten Koeffizienten zur Folge hat. Diese Vorgehensweise
kann solange sukzessive mit zunehmender Potenz j im zu multi-
plizierenden Matrixprodukt @/H fortgefithrt werden, bis alle
Koeffizienten von einem Teilsystem oder ggf. von mehreren zu-
gleich ermittelt sind. Haben die Teilsysteme unterschiedliche
Ordnungen, dann reduziert sich fiir diejenigen Teilsysteme, de-
ren Koeffizienten noch nicht vollstdndig bestimmt sind, die An-
zahl der im néchsten Schritt zu ermittelnden Koeffizienten. Weil
aber die Gleichungsanzahl mit p unveréndert bleibt, wiirde es
sich um ein iiberbestimmtes Gleichungssystem handeln. Offen-
sichtlich ist es aber 16sbar mit dem Resultat, dass wiederum alle

gesuchten Koeffizienten null sind. Um zu zeigen, dass es sich in
Verbindung mit den bereits bekannten Gleichungskoeffizienten
um die einzige Losung handelt, wird die zugrundeliegende vek-
torielle Gleichung additiv um so viele Nullzeilenvektoren
Un,, TSy tI,TSV @™ 1H ergiinzt, dass insgesamt wieder p Koeffi-
zienten zu bestimmen sind. Daraus entsteht dann fiir denjenigen
Iterationsschritt — nachfolgend als i-ter Iterationsschritt bezeich-
net —, bei dem andernfalls erstmals die Anzahl der zu bestim-
menden Koeffizienten kleiner wire als p, die Darstellungsform

[Hn,,Ts1 Un,—i+1TS2 Un,-i+1,Tsp] D* = 0T, (A.4)

die bei angenommener Invertierbarkeit der Matrix D* die ein-
deutige LOsung  fn, 151 = o = Mny—i+1,151 = - Hny_ipy TSp
= 0 hat. Auch gibt es keinen Widerspruch zu einer fritheren Lo-
sung flir iy, Ts1, ..., da sich beide Male das Resultat 0 einstellt.

Die geschilderten MafBnahmen lassen sich sinngemél solange
fortsetzen, bis flir alle Koeffizienten nachgewiesen ist, dass nur
die Losung 0 infrage kommt. Alleinige Voraussetzung hierfiir
ist, dass sich D* invertieren lasst.
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